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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar una generalizacion del mddulo
de Brandt para formas cuadraticas ternarias definidas positivas descrito
por Birch. Para ello introducimos la norma spin para espacios cuadraticos.
Con esto podemos definir el médulo de Brandt generalizado para reticulos
cuadraticos en espacios cuadraticos ternarios definidos positivos.

También se exhiben ejemplos de la descomposicion de dichos médulos en
espacios propios comunes a todos los operadores de Hecke del modulo.

Los algoritmos para calcular los médulos de Brandt generalizados y sus
operadores de Hecke son descritos e implementados.

Abstract

The aim of this work is to present a generalization of the Brandt module for
positive definite ternary quadratic forms described by Birch. To do this we
introduce the spin norm for quadratic spaces. With this we can define the
generalized Brandt module for quadratic lattices in positive definite ternary
quadratic spaces.

Examples of the decomposition of these modules in eigenspaces for all
operators of Hecke module are also shown.

The algorithms to compute generalized Brandt modules and their Hecke
operators are described and implemented.
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Introduccion

Es sabido que dada una forma cuadrética ternaria, se puede construir un
moédulo libre asociado a ella, llamado moédulo de Brandt, resultando de su
descomposicion en espacios propios, en ciertas formas modulares. Cuando
los espacios propios son racionales, estas formas estdn asociadas a curvas
elipticas.

Es esta una construccion cldsica que tiene ciertas restricciones a la que
no es posible asociarle todas las curvas elipticas. Por ejemplo, las curvas con
signo negativo en su ecuacién funcional no aparecen en dicha construccion.
Todo esto se puede encontrar en el trabajo de Birch [I].

La construccion consiste en generar un grafo a partir de un nimero primo
p y un nivel. Los vértices de este grafo seran las clases de equivalencia de
formas cuadraticas ternarias integrales, y sus aristas estaran definidas por la
relacién de p-vecindad, donde dos formas cuadréticas Q y Q' son p-vecinas si
Q(z,y,pz) = Q' (pr,y, z). Una vez construido el grafo, los vectores propios
racionales de la matriz asociada a él se usaran para construir las formas
modulares utilizando series theta.

En su tesis doctoral [9], Tornaria presenta un refinamiento, utilizando la
norma spin, en la construccién del médulo asociado a las formas cuadraticas
ternarias, eliminando algunas de las restricciones referidas anteriormente, lo
que permite calcular formas modulares asociadas a otras curvas elipticas.

Este refinamiento presenta un método potencial para verificar la tabla
de curvas elipticas de la lista de Cremona, presentada en [5]. Cremona uti-
liza simbolos modulares, y las matrices asociadas a los médulos de Brandt
son mas esparsas que las subyacentes al método de Cremona, por lo que es
esperable que sea mas rapido hallar los espacios propios de ellas, constitu-
yendo un método asi también més rapido. Otra caracteristica importante es
que este método nos da informacién adicional al de las curvas elipticas: el
calculo de coeficientes de Fourier de formas modulares de peso 3/2.

Los métodos presentados fueron implementados en el sistema software
matemadtico Sage [8], y se pueden encontrar en las ultimas versiones del
mismo.



Capitulo 1

Modulo de Brandt Clasico

En este capitulo presentamos las definiciones y resultados clasicos sobre
formas cuadraticas y espacios cuadraticos. En la tercer seccién definimos el
modulo de Brandt clasico usando clases de equivalencia propia de reticu-
los cuadraticos asi como sus operadores de Hecke. Presentamos ejemplos de
modulos de Brandt y su descomposicién espectral. En estos ejemplos en-
contramos series de Eisenstein y curvas elipticas con signo positivo en su
ecuacion funcional.

Este capitulo esta basado en el libro de Cassels [2] y el paper de Birch

.

1.1. Formas cuadraticas

1.1.1. Introduccién

Sea I un anillo con unidad en un cuerpo k, car(k) # 2. Una forma
cuadritica f = f(x) en las n variables x = (z1,...,2,) es una funcién

Fx) = fijwiy
i,J

donde f;; = fji € k.
La forma f representa a ¢ € k si existe b € I"™ tal que

fb)=c.
Miés generalmente, una forma f(x) en n variables representa a una forma
g(y) en m variables sobre [ si existen by,...,b,, € I" tal que
fyibr 4+ ymbm) = 9(y) (1.1)

donde y = (y1,...,Ym)-
Decimos que dos formas f y g con el mismo niimero de variables son
equivalentes sobre I o [-equivalentes, si cada una representa a la otra. Se



puede ver que la I-equivalencia es una relacién de equivalencia. Por lo que
podemos hablar de una clase de I-equivalencia de formas cuadréticas.
Por la definicion dada, se puede escribir la forma cuadratica de la si-
guiente manera:
F(x) = xFxt |

donde F es la matriz simétrica dada por F = (f;;).

El determinante d(f) de la forma f es det(F), y decimos que f es singular
cuando d(f) = 0. En otro caso decimos que es regular o no singular.

En notaciéon matricial la Ecuacién queda

G =B'FB,
donde F y G son las matrices correspondientes a f y g, con
B = (bij)i<i<n, 1<j<m, bi = (bit, - -, bin)
Si ahora f y g son equivalentes, se cumple que n =m y
F =C'GC

para alguna matriz C con entradas en I. Usando la definiciéon de determi-
nante, obtenemos

d(g) = (det B)*d(f) ,
d(f) = (det C)*d(g) .

Se ve entonces que si una forma es singular, la otra también lo sera y
podemos hablar de una clase de equivalencia regular. Ademés si las formas
f v g son regulares:

(det B)?(det C)? = 1

y det B es una unidad de I. Vemos el reciproco del resultado en el siguiente
lema, con demostracién obvia.

Lema 1.1.1. Una condicion necesaria y suficiente para que dos formas
requlares f y g en n variables sean I-equivalentes es que

G =B'FB
para alguna matriz B con entradas en I y det B una unidad de I.
Decimos que una forma cuadrética real, f;; € R, es definida positiva si
f(x) >0

para todo x € R"”.
Demostramos un caso particular de la ley de inercia de Sylvester, que
nos sera 1til luego.



Proposicion 1.1.2. Si f es una forma cuadrdtica real definida positiva en
n variables, luego f es R-equivalente a

2 2
P4 a2l

Demostracion. Lo demostramos por induccién. Completando el cuadrado
obtenemos:

f(x) = fulzr+ - +xn)* + Z fiiwix;

1,52
que es equivalente a

()% + Z fi/jxixj :

,j>2

1.1.2. Reduccién

Consideramos formas cuadraticas reales definidas positivas
Fx) = fijmizj, (fij €R).
i’j

El objetivo de la teoria de reduccién consiste en encontrar, entre infini-
tas formas Z-equivalentes a f, una forma caracterizada de alguna manera
intrinseca.

Definicion 1.1.1. Una forma cuadratica real f definida positiva es reducida
Minkowski si para todo j

fej) = flej) , (1.2)

*

dondee; = (0,...,0,1,0,...,0), y para todo e; entero tal que ey, ..., e;_1, €]

se puede extender a una Z-base de Z".
Vemos dos casos importantes de ([1.2)).

Lema 1.1.3. Si f es reducida, se cumple:

O0<fir<foo<-- < fan,

12fi;] < fu, 1<i<ji<n).
Demostracion. Sii < j podemos tomar e =e; y e; =e; ;. 0

Teorema 1.1.4. Toda forma cuadrdtica real definida positiva es equivalente
a al menos una forma reducida Minkowski y como mucho a una cantidad
finita.



Demostracion. Primero vemos que si M > 0, el conjunto {x € R" : f(x) <
M} estd acotado. Esto se deduce de la Proposicién ya que el conjunto
sera difeomorfo a una bola en R"™. Vemos entonces que hay una cantidad
finita de m € Z" tales que f(m) < M.

Es claro ahora que podemos elegir de manera inductiva una Z-base
bi,...,b, de Z" que cumple

F(bj) = inf £(b5)

donde el infimo es sobre todos los b; tales que bq,... ,bj_l,b;f se puede
extender a una Z-base de Z".
Entonces la forma

g(ylv"'ayn) :f(y1b1+"'+ann)

es reducida y equivalente a f.
Los valores f(b;) estan determinados de manera tnica por f, aunque los
vectores b; no. Pero s hay un cantidad finita de vectores con esa propiedad, y

por lo tanto una cantidad finita de formas cuadraticas reducidas equivalentes
a f. O

Existe una caracterizacién muy tutil para formas cuadraticas de baja
dimensién que vemos en el siguiente lema.

Lema 1.1.5. Sea n < 4. Una condicion necesaria y suficiente para que la
forma cuadrdtica real f definida positiva sea reducida es

1. 0< fi1 < foo <+ < fum.

2. f(s) > fs5 para 1 < J <n y para todo s con

sij=00x1(<J),
$J=1,
SjZO(j>J).

Demostracion. Las dos condiciones son claramente necesarias. Para probar
que son suficientes, usando la primera condicién alcanzaria con probar que

fa)> frs

para todo a integral con ay #0y a; =0 (j > J).

Si una forma f satisface las condiciones (1) y (2) también las satisface la
forma en n—m variables obtenida de igualar m de las variables a 0. Podemos
suponer entonces que

a; 70 (1<j<n)



y tendriamos que probar que

Luego de realizar las substituciones x; — +z; podemos suponer que a; > 0
(1<j<n).

Sea A = maéaxa;. Si A = 1 la desigualdad que buscamos es una de
las desigualdades de la condicién (2). Suponemos que A > 1 y usaremos
induccién en Zj aj y n. Sea B =min;ja; > 0. Si a,, = B tomo k = n, si no
tomo k como algun indice tal que ar = B. Sea

bj=aj—B (j#Fk)

bk = a = B
por lo que

Ogbjgaj, bn#o.

Calculando, vemos que
f@) = f(b) = B*(f(1,....1) = fun)
2y mY gy
ik j#k

y si podemos probar que f(a) > f(b) terminamos ya que f(b) > fn, por
hipétesis inductiva. Pero

f,.. 1) = fun >0
por la condicién (2), y
S = <2 - ;n> + % > (fu+2f)

ik Gk,
>0

1.1.3. Formas ternarias

Si f(z,y, 2) = ax® +by? + cz? + ryz + sxz + try es una forma cuadrética
ternaria, la denotamos por
a b c
f= ( r s t > '

En la notacién introducida en la introduccién, los coeficientes son

a b c\ _ [ fuu fa o fi
(7“ s t>_(§f23 3 /13 %fm) '
Decimos que f es integral si los coeficientes a, b, ¢, r, s, t pertenecen al
anillo I.



Observacion 1.1.6. En el caso de formas cuadraticas ternarias, las condicio-

nes de reduccién Minkowski son:

l.a<b<e

2. a>|tl,a>|s],b>]r|.

3. a+b+6r+es+det > 0. Donde §2 = £2 = 1.
Demostracion. Ver Lema

Ejemplo 1.1.1. Sean

/12 3 /12 3
F=\11 4) 9=\21 1)

Se ve que f y g son Z-equivalentes y Minkowski reducidas.

Como en el caso de formas cuadraticas binarias, querriamos una reduc-
ciéon que sea Unica por Z-equivalencia. La siguiente es una reduccién que

cumple eso.

Definicion 1.1.2. Una forma cuadrética ternaria se dice que es Eisentein

reducida o E-reducida si cumple las siguientes condiciones:

l.a<b<e

2. r,s,t > 0 o0 r,s,t < 0. En el primer caso definimos o

segundo o0 = —1.
3.a>|t],a>|s],b>|r|
4. a+b+r+s+t>0.
5 2a+2s+t<0sia+b+r+s+t=0.
6. s<2rsia=t,t<2rsia=s,t<2ssib=r.
7.s=0sia=—-t,t=0sia=—s,t=0sib=—r.

8. |r| < |s|sta=0b, |s| <|t|sib=c.

=1y en el

Ejemplo 1.1.2. En el Ejemplo f no es Eisenstein reducida, pero g si.

Teorema 1.1.7. Dada una forma cuadrdtica ternaria definida positiva exis-
te una unica forma E-reducida integralmente equivalente a ella.

Demostracion. Esto se puede encontrar en el libro de Dickson [6]. O



1.2. Espacios Cuadraticos

1.2.1. Introduccién

Sea k un cuerpo con car(k) # 2. Un espacio cuadratico sobre k es un
espacio vectorial de dimensién finita V' junto a una funcién ¢ : V' — k que
cumple

» G(av) =22¢(v),veV x k.

= G(v, V) =L (d(v+ V) — d(v) — $(V/)) es una forma bilineal simétri-
ca.

Observar que usamos la misma notacién para la funcién ¢ definida en
una variable y en dos variables
Vemos que

¢(v) = d(v,v),
por lo que podemos recuperar ¢ de la forma bilineal.
Enunciamos el siguiente lema, de facil demostracion, para uso posterior.

Lema 1.2.1. Supongamos que la forma bilineal $(v1,va) no es idéntica-
mente 0. Luego existe un v € V tal que $(v) # 0.

Sivy,...,v, es una base de V| entonces
flxy,...;xn) =¢ ijvj (1.3)
J
=Y ziz;d(vi,v)) (1.4)
i?j
es una forma cuadratica sobre k. Si v, ..., V] es otra base de V, claramente

f/(xla"'vxn>:q) ZZC]V;
J

es equivalente a f sobre k, y toda forma equivalente a f surge de esta manera.
Es mas, toda forma cuadratica sobre k proviene de un espacio cuadratico
(V, ¢), tomando un V de dimensién adecuada y definiendo ¢ para alguna
base vi,...,v, en funciéon de f como en .

Denotamos el conjunto de los mapas k-lineales V' — k como Hom(V, k).
La forma bilineal ¢ determina un mapa k-lineal

V — Hom(V, k), (1.5)
donde w € V corresponde a ¢y € Hom(V, k) definido por
bw(v) = d(v,w) .



Decimos que el espacio cuadratico (V, ¢) es regular si el mapa (|1.5)) es un
isomorfismo. Si no, decimos que es singular. Enunciamos el siguiente lema
con prueba trivial.

Lema 1.2.2. Son equivalentes:
1. (V, &) es regular.
2. SiweVyd(v,w)=0Vv eV, entonces w = 0.

3. deti<i<n, 1<j<n ®(vi, vj) # 0, donde vy,. .., v, es una base cualquiera

de V.
4. La forma cuadrdtica dada por es reqular.

Ahora podemos introducir un invariante importante de un espacio cuadrati-
co regular. Sean vi,...,v, ¥y Wi,..., W, bases de V', y

V; = ZSZ']'W]' (1 < ) < n),
J

con s;; € k y det(s;;) # 0. Es facil de verificar que

2
det d(vi,v;) = (de.t(sij)) det d(wi, wj) .
i,J i,J i,j
Por lo que det; j (vi,vj) € kX estd definido médulo (k*)?, y es inde-
pendiente de la eleccion de la base vi,...,v,. Llamamos al elemento de
E*/(k*)? como el determinante d(¢p) de (V, ). Si (V, ¢) es singular defi-
nimos d(¢) = 0.

Decimos que vi y va son ortogonales si ¢(vi,vy) = 0. Puede pasar que
v sea ortogonal a si mismo, o sea ¢(v,v) = 0.

Si (V, ¢) es un espacio cuadratico y W un subespacio lineal de V', la
forma ¢ le da una estructura de espacio cuadréatico a W. Denotamos W+
como el conjunto de vectores de V que son ortogonales a todos los vectores
de W y es llamado el complemento ortogonal de W,

Wt={veV:dp(v,w)=0 Ywe W}.
Es claro que W+ también es subespacio de V.

Lema 1.2.3. Sea (V, &) un espacio cuadrdtico, no necesariamente regular.
Si W es un subespacio reqular de V', entonces V es suma directa de W y
W,

Demostracion. Sea v € V, v determina un elemento de Hom(W, k) dado
por
w— O(v,w) .



Por la definicién de regularidad de W, existe un dnico u = u(w) € W tal
que
d(u,w) =od(v,w) VYwe W .

Por lo que
v=u+(v—u),

donde
uec W, voueWwt.

Por otro lado, si
v=s+t, seW, teWw'

tenemos
(s, w) = b(v, W) = (u,w) Vw e W
y por regularidad s = u. O
Una base vi,...,Vv, de un espacio cuadratico es normal si

$(vi,v;) =0 (@ #7) .
Lema 1.2.4. Todo espacio cuadrdtico tiene una base normal.

Demostracion. Si ¢ es idénticamente 0, toda base es normal. De otra ma-
nera, por el Lema existe un vy € V tal que ¢(vy) # 0. El espacio de
dimensién 1 W generado por v; es regular. Por lo que V' es suma directa de
W y W+, Por induccién en la dimensién existe una base normal va, ..., v,
de W+ y vi,...,v, es una base normal de V. O

Un espacio cuadratico (V, ¢) representa b € k si existe un b € V tal
que ¢(b) = b. Decimos que 0 es representado de manera no trivial si existe
b # 0 con ¢(b) = 0. Un espacio regular es isotépico si representa a 0 de
manera no trivial, de otra manera es anisotropico.

Un vector v € V es anisotrépico si ¢(v) # 0, lo que es lo mismo que el
espacio generado por v sea anisotrépico.

1.2.2. Isometrias y autometrias

Sean (Vi, ¢1) v (Va, ¢2) dos espacios cuadraticos sobre un cuerpo k.
Un isomorfismo
o0: V1 — V2

entre k-espacios lineales es una isometria si preserva la estructura de espacio
cuadratico, en el sentido de

d)Q(UV) = d)l(V) Yvel.

10



Dos espacios cuadraticos son isométricos si hay una isometria entre ellos.
Claramente, dos espacios cuadraticos son isométricos si y solo si correspon-
den a la misma clase de equivalencia de formas cuadraticas en el sentido de

la Seccién [L2.11

Decimos que una isometria de (V, ¢) en (V, ¢) es una autometria. Las
autometrias de (V, ¢) forman un grupo con la composicién como producto,
este grupo es llamado el grupo ortogonal O(V').

Lema 1.2.5. Sea 0 una autometria de un espacio cuadrdtico reqular (V, ¢).
Se cumple que det 0 = +1.

Demostracion. Sea vi,..., vy, una base cualquiera de V. Luego
$(ovi, 0v)) = d(vi,vj) Vi, j .
Por lo que
det(Pp(vi, v;)) = det(p(ovi, 0v;)) = (det 0)* det(d(vi, v;))
y como (V, ) es regular, det 0 = +1. O

Si det 0 = +1 decimos que la autometria o es propia, de otra manera
decimos que es impropia. Las autometrias propias forman un subgrupo de

O(V) y las denotamos O (V).
Sea W un subespacio regular de (V, ¢), por loque V=W & W, Hay
un mapa lineal o : V' — V definido por

ow =-w, YweWw

ow=w, Ywe W

Claramente o es una autometria. En particular si w € V' es anisotrépico,
podemos tomar W como el espacio generado por w. Denotamos por Ty la
autometria tal que

TwW = —W

TwVv =vsi ¢(v,w) =0,

y claramente detty,, = —1. Con esto vemos que el grupo ortogonal de un
espacio cuadratico con ¢ no idénticamente nula tiene siempre una simetria
impropia, por lo que O1 (V) tiene indice 2 en O(V). Ademés el conjunto
O~ (V) de las autometrias impropias es una coclase de O(V').

Las Ty son llamadas simetrias. Es facil de ver que se cumple

2(|)(V,w)w
$(w)

TwV =V —

11



Lema 1.2.6. Sean v, w € V con $(v) = d(w) y (v —w) # 0. Luego

Ty_wV =W .

Demostracion.
_y v w) o
TV =Y Ty W)
200 b))

(V) — 20(v, w) + (W)
200 o)
26(v) = (v, w))

=v—(v—w)

=W.
O

Corolario 1.2.7. Siv, w € V con ¢(v) = ¢(w) # 0 entonces eziste una
autometria o tal que ov = w, y 0 es una simetria o el producto de dos
simetrias.

Demostracion. Si ¢(v—w) # 0 podemos tomar 0 = Ty_v. Si (v+w) # 0,
luego
Ty+wV = —W

y podemos tomar 0 = TwTy+w- Al menos uno de estos casos se tiene que
cumplir, ya que
P(v+w)+ d(v—w) =2¢0(v) + 2¢(w)
=4d(v)
#0.
O

Corolario 1.2.8. Si (V, ¢) es un espacio cuadrdtico reqular yn = dim'V' >
1, podemos suponer que la autometria o del Corolario|1.2.7 es producto de
exactamente dos simetrias.

Demostracion. Existe un vector u € V perpendicular a v con ¢(u) # 0. Si
d(v — w) # 0 podemos tomar 0 = Ty_wTy. O

Lema 1.2.9. Sea (V, ¢) un espacio cuadrdtico reqular. Toda autometria de
(V, &) es un producto de simetrias.

12



Demostracion. Sea p una autometria de V' 'y w un vector de V con ¢(w) # 0.
Luego

d(pw) = d(w) # 0,
y por el Corolario existe un producto de simetrias o tal que

(op)w =w .

Ahora, como op es una autometria de V que deja fijo w, también deja fijo
W el espacio de vectores normales a w. Por induccién en la dimensién de V'
podemos asumir que existe una secuencia de vectores u(1),...,u(T) € W+
que cumple que 0* y op coinciden en W+, donde

*

0 = Tu)Tu@) " Tu() -

Pero oy(;) dejan fijo w, por lo que 0* y 0p dejan fijo a w. Entonces op = ¢*
y p = 0~ 10* es un producto de simetrias. O

Observacion 1.2.10. El lema anterior prueba que toda autometria es el pro-
ducto de a lo sumo 2n simetrias, pero se puede probar que es el producto
de a lo sumo n. Ver [2], capitulo 2 ejercicio 8.

1.2.3. Reticulos cuadraticos

Sea I un dominio en k y (V, ¢) un espacio cuadrético. Si vi,...,v, es
una base de V', definimos el I-reticulo con base vi,...,v,, A, como

A=Ivi®---DIvy, .
Decimos que dos reticulos A y I" son equivalentes si
oA =T, para algun 0 € O(V) .

Dos reticulos A y T’ son propiamente equivalentes, y lo denotamos como
A ~ T, si son equivalentes con o € OT (V). Denotamos la clase de equiva-
lencia propia de un reticulo A como A = {oA : 0 € OF(V)}.

Una autometria de A es 0 € O(V) tal que oA = A. El conjunto de
autometrias de A es un subgrupo de O(V) que denotamos por O(A),

ON)={0€0O(V):oA=A}.
Las autometrias propias de A forman un subgrupo
OT(A) =0A)NOT(V)

de indice 1 0 2 en O(A) dependiendo de si O(A) C O (V).
Siwvy,...,v, es una I-base de A, entonces

f(xlu"' 7xn) - d)(xlvl + - —l—xnvn)

es una forma cuadratica que toma valores en k. Diferentes elecciones de
I-bases de A generan todas las formas que son [-equivalentes a f.
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Lema 1.2.11. El proceso recién descripto da una correspondencia uno a uno
entre las clases de equivalencia de I-reticulos y las clases de I-equivalencia
de formas cuadrdticas que son k-equivalentes a f.

Demostracion. Supongamos que A y I' son reticulos equivalentes, I' = oA
y que vi,...,Vv, es una base de A. Luego, ovy,...,0v, es una base de I
Como o es una autometria, tenemos

d(x1vi+ -+ zpvy) = d(o(z1vy + -+ + 2 V)

= d(z10vi+ -+ zp0Vy)
v A, T corresponden a la misma clase de equivalencia de formas cuadraticas.
Por otro lado, si A y I" corresponden a la misma clase de equivalencia de

formas cuadraticas, podemos elegir bases vi,...,v, de A, y uy,...,u, de
I, tales que

G(xivi+ -+ x,vp) = O(z1ug + - -+ 2puy) .
Existe una tinica transformacién lineal 0 de V en V que cumple
v, = ou; .
Claramente o es una autometria de V'y oA =T. O

Tenemos el siguiente resultado para k = Q y I = Z, con demostracion
similar a la anterior.

Corolario 1.2.12. Existe una correspondencia uno a uno entre las clases
de equivalencia propia de Z-reticulos en un Q-espacio cuadrdtico (V, ¢) y
las clases de Z-equivalencia propia de formas cuadrdticas en una clase fija
de Q-equivalencia propia de formas cuadrdticas.

Definicion 1.2.1. Sea A un reticulo con base vi,...,v,, definimos el dis-
criminante de A como

(=1)"2det(v1,...,v,) sines par
%det(vlv s Vi) si n es impar

disc A = {

Es claro que es un elemento bien definido de k* /I, ya que la matriz de
cambio de variable de la base dada a otra es invertible con elementos en I,
por lo que su determinante pertenece a I*.

Definicién 1.2.2. Un [-reticulo A es integral si ¢(A) C I. Si ademas de
integral, disc A € I'’*, decimos que A es unimodular.

De ahora en més trabajaremos con (V, ¢) un espacio cuadrético sobre
Q y Z-reticulos asi como sus localizaciones.
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Sea p un primo, denotamos las localizaciones con respecto a p de la
siguiente manera:

Vo=Veld

es un espacio cuadratico sobre Q. Si A es un Z-reticulo en V, la localizacién
es

Np=ANRZLy ,

que es un Zj, reticulo en Vj,. Se observa que para casi todo primo p, o sea
salvo una cantidad finita, la localizacién A, es unimodular.
Decimos que dos reticulos A y I" estan en el mismo género si

Ap~T, Vp.

Teorema 1.2.13. En un género dado hay una cantidad finita de clases de
equivalencia de reticulos cuadrdticos.

La prueba del teorema anterior se puede encontrar en el capitulo 9 de

2.

1.3. Modbdulo de Brandt

1.3.1. Reticulos vecinos

Sean A y T dos Z-reticulos en un espacio cuadrético (V, ¢) sobre Q, y
un primo p. Decimos que A y I' son p-vecinos si, son integrales y cumplen:

LIACANT] =T :ANT] =p.
2. (AT ¢ Z.

Observamos que A, = I, para todo primo ¢ # p y son Q,-equivalentes
con el mismo discriminante.

Sea A un Z-reticulo integral. Describimos un método para hallar todos
los p-vecinos de A. Para cada v € A, sean

A ={uecA:d(v,u)=0 (médp)},
Ay = Z% + AL
Estos reticulos cumplen las siguientes inclusiones
AL c Ay, ALCA.
El reticulo dual de A es
A ={veV:dv,A) CZ}

que es otro Z-reticulo. Como A es integral, vemos que A C A%,
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Lema 1.3.1. Los indices de las inclusiones anteriores son
= SiveEpA

e [A:AY] =1
e [Av:AY] =1

» SivepAF v pA

o [A:AY] =1
o [/\V:/\g} = p.

= Siv EpAF, ptd(v,v)
o [/\:/\9,] =p.

o [/\V : /\9,} =p2
= Siv & pAF, plo(v,v)

o [/\:/\9,] =p.
o [/\V:/\?J =p.

Demostracién. v € pA# implica ¢ (v,A) C pZ, por lo que A% = A. Ademis
AV = A, siysolosivepA,y [/\V : /\9,] = p en otro caso.

Supongamos ahora que v ¢ pA*. Existe una base de A {vi,va,...
que cumple ¢(v,vi) ¢ pZ. Cambiando v; por v; + a;vy, con Z 3> «; =
—(v,vi)p(v,v1)™! (mdd p), podemos asumir que ¢(v,v;) € pZ para i >
1. Por lo que {pv1,Vva,...} es base de AY, y [/\ : /\9,] =p.

Finalmente, 7 ¢ AV, y v € AU siy solo si p|d(v,Vv), en cuyo caso
[Av : AY] = p. En caso contrario [Ay : AY] = p?. O

Lema 1.3.2. A, es integral si y solo si p?|d(v).

Demostracion. Si Ay es integral, ¢ (%) €Zy p?ld(v).

Reciprocamente, tenemos que por definicién w € 7 para todo u €

Ay, y
¢ <xv +u> =200 OY) L,
p p p

que es entero si p?|d(v). O

Proposicion 1.3.3. Si v € A, una condicion necesaria y suficiente para
que A y Ay sean p-vecinos es que v & pA7 y p?|p(v).
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Demostracion. Sison p-vecinos, por el Lema p?|d(v). Ademds, si v €
pA# claramente d(A, Ay) C Z, contradiciendo la definicién de p-vecindad.

Si se cumplen las condiciones de la proposicién por el Lema Ay
es integral. En este caso el Lema nos dice que AY = AN Ay tiene
indice p en A y Ay. Finalmente, tomemos % €Ay yweA—AY Luego

¢ (W, %) ¢ 7, por lo que (A, Ay) ¢ Z. O

Proposicion 1.3.4. Si T es un reticulo p-vecino de A, existe v € A tal que
= As.

Demostracion. Por definicion de p-vecindad existe un vector w € I' tal que
G(A,w) & Z, 0 seaw & A" y v =pw ¢ pA¥. Por otro lado, como [T :
ANT] = p, v € A, ademés p?|dp(v). Con esto probamos que Ay es un
p-vecino de A.

Falta probar que I' = Ay.. Por hipétesis existe u € A tal que d(u,w) & Z,
por lo que A = AY + Zu, ya que u € A2. Six € ANT, x =y + Au con
y € A2 y A € Z. Vemos entonces que

0= d(x.v) = d(y,v) + Ab(u,v) (méd p)
por lo que A € pZ y ANT C AY. Ahora
p=A:ANT]=[A:AY A :ANT] =p[AY - ANT]
y [/\(‘),:Aﬂr] =1, por lo que ANT = A%. Finalmente, como w ¢ ANT,
Ay =A)+Zw=ANT+Zw=T.
O

Teorema 1.3.5. El mapa v — Ay, para v € A en las condiciones de
la Proposicion |1.3.4, induce una biyeccion entre el conjunto de soluciones
proyectivas no singulares de

d(v) =0 (méd p), veA (1.7)

y los reticulos p-vecinos de A. Ademds, si A1 # Ao son dos reticulos p-
vecinos, entonces A1 N Ay C A.

Demostracion. Sea v una solucién no singular de 1' Como v & pA¥# por
ser solucién no singular, existe u € A tal que p t ¢(v,u). Podemos elegir
entonces « € Z que cumple

d(v + pau) = d(v) + pad(v,u) =0 (méd p2)

y v+ pau corresponde a la misma solucién proyectiva. Asumimos luego que

P*ld(v).
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Sean vy y v son vectores en A, con p?|d(vi) y p?|dp(va). Si vi, v
corresponden a la misma solucién de , tenemos que v; = xvy + pu para
algin x # 0 (méd p) y u € A. Aplicando ¢, vemos que 0 = zpd(vy,u)
(méd p?), y u € Ay, . Entonces F=a +u € Ay, porlo que Ay, = Ay,

Por otro lado, si vi y vo corresponden a soluciones diferentes tenemos
que % g % + A. Como Ay, C % + A, vemos que % & Ay,, por lo que
Av, # Ay,. También probamos que ¥ ¢ Ay, N Ay, C 3L + A, por lo que
Av, N Ay, CAL

La sobreyectividad se deduce directamente de las proposiciones (|1.3.3))

y @33, 0

1.3.2. Moédulo de Brandt

Estamos en posicion de definir el médulo de Brandt asociado a un reticulo
cuadratico.

Definiciéon 1.3.1. Sea A un Z-reticulo definido positivo en un Q-espacio
cuadrético de dimensién 3, (V, ¢). Definimos el médulo clasico de Brandt
ternario asociado a A como el Z-médulo libre con base las clases de equiva-
lencia propias en el género de A, y lo denotamos como M(A).

Los operadores de Hecke t, : M(/\) — M(/\) son operadores lineales
definidos en la base de la siguiente manera

pr:Zﬁ,

donde la suma es sobre todos los p-vecinos de I'. Se verd en el préoximo
capitulo, Subseccion que dos reticulos p-vecinos estdn en el mismo
género, por lo cual la definicién tiene sentido. - -

Podemos definir también un producto interno en Mg(A) = M(A) @ R
de la siguiente manera,

en otro caso .

(NT)=#{ocecO(V):iol =T"} = { 8#0*(0 SF=T7

Proposicion 1.3.6. Los operadores de Hecke fp generan un dlgebra con-

mutativa de operadores autoadjuntos. Por lo tanto MVR(A) tiene una base
ortogonal simultdnea para todos los operadores fp.

Demostracion. Es claro que fp y t~q conmutan para p # ¢. Para probar que
fp es autoadjunta, vemos que

<t~pf, ﬁ> = {0‘ € O (V) : o’ p-vecino de F}
=#{0€ O (V) : " p-vecino de O‘_IF}
= (T, t,I7) .

Lo tdltimo se deduce del teorema espectral. O
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1.3.3. Ejemplos

Ejemplo 1.3.1. Sean V = Q?, ¢(x,y,2) = 2> + y? + 322 — 2z espacio
cuadratico y Ay = Z3. El reticulo A; tiene discriminante 11. El otro reticulo
en el género de A1 es Ay = viZ + voZ + v3Z, donde

vy =(0,0,-2), vo =(—1/2,1/2,0), v3 = (—1/2,—1/2,0)

con ¢'(x,y,2) = d(xvy +yve + 2vsy) = 22 + y> + 422 +yz + 22 + 29,

Calculemos t5, las soluciones proyectivas de ¢(z,y,2) = 0 (mdd 2) son
wi = (1,1,0), wo =(0,1,1), ws = (1,1,1). Se puede ver que (A1)w, = Ay
Y (ADws = (A1)ws = Ao

De la misma manera se puede ver que los vectores u; = (0,0,1), uy =
(0,1,1), uzg = (1,0,1) son soluciones proyectivas de ¢'(z,y,2) =0 (mdd 2)
Y (A2)u, = (A2)1~12 = (A2)u3 = &7

El operador t3, en la base {A1, Aa}, es

. 13
=(20)

con vectores propios E; = (3,2), Ex = (1, —1) asociados a 3 y —2 respecti-
vamente. Podemos calcular otros operadores,

~ 2 3 ~ 4 3 ~ 4 6 ~ 10 6
t5:(2 1)7t5:<2 3>7t7:(4 2)7t13:<4 8)77

con los mismos vectores propios y con valores propios 4, 6, 8, 14 y -1, 1, -2,
4 respectivamente. El vector E; estd asociado a una serie de Eisenstein de
peso 2 y nivel 11. El vector Eo corresponde a la curva eliptica 11a.

Ejemplo 1.3.2. Sean V = Q3, ¢(x,y,2) = 2% + Ty? + 1422 — Tyz. Con-
sideramos A; = Z? de discriminante 73, y su género. El género estd dado
por otras dos clases de equivalencia, que son Ay = ViZ + voZ + v3Z y
A3 = W Z + usZ + ugZ, con

vy = (1,-1/2,0), vo = (0,-1/2,-1), v3 =(0,0,—-2),

w = (—2/3,-7/3,4/3), ug = (—1/3,1/3,2/3), uz = (—1/3,1/3,-1/3),

y respectivas formas cuadraticas ternarias
' (z,y, 2) = d(avi + yvo + 2v3) = 22 + 2y + 4922 — xy,

" (z,y,2) = d(zug + yug + zuz) = 22 + 7y? + 822 — Tyz — a2z .

Calculamos los operadores de Hecke

) 2 10 ) 0
to=|( 1 2 0 |, t3=1]0
0 0 3 4
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) 8 4 0\ 0 0 7Y\ 0 09
liu=1 4 8 0], tiz= 0 0 7 ), tir={ 0 0 9 |, -,
0 0 12 14 14 0 18 18 0

con vectores propios E; = (1,—1,0), con valores propios 1, 0, 0, 4, 0, 0,
Es; = (1,1,2) con valores propios 3, 4, 6, 12, 14, 18, E3 = (1,1,—2) con
valores propios 3, -4, -6, 12, -14, -18. En este caso, el vector E; estd asociado
a la curva eliptica 49a, curva con multiplicacion compleja. Los vectores Eo
y E3 estdn asociados a series de Eisenstein de peso 2 y nivel 72.
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Capitulo 2

Modulo de Brandt
Generalizado

En el presente capitulo introducimos la nocién de norma spin para au-
tometrias de un espacio cuadratico, esto es una definicién clasica que se
puede encontrar en [2]. Refinamos la nocién de equivalencia propia usando
la norma spin en el concepto de O-clase y ©-género. Definimos % -género y
mostramos que hay una cantidad finita de ©-clases. Por ultimo, definimos
el médulo de Brandt ternario como el Z-mdédulo libre con base las ©-clases
de ciertos % -géneros. Esto ultimo es introducido por Tornaria en su tesis
doctoral. Mostramos ejemplos y vemos como en este caso la descomposicién
espectral de los operadores de Hecke encuentran curvas elipticas con signo
negativo en su ecuacién funcional.

2.1. La norma spin

2.1.1. El algebra de Clifford

Consideramos un algebra A sobre un cuerpo k, de caracteristica diferente
de 2, de dimension finita y con unidad. Necesitaremos el siguiente lema sobre
existencia de inversos en algebras.

Lema 2.1.1. Sea u un elemento de la k-dlgebra A. Supongamos que existe
una solucion v de
uv = 1,

o0 una solucion w de
wu=1.

Entonces existe una solucion de cada ecuacion y
V=W .

Ademas, las soluciones v, w son inicas.
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Demostracion. Supongamos que existe v. El mapa
x—>xuVxeA

es un mapa lineal de A en A, considerado como espacio vectorial. Siy esta en
el nicleo, se ve que
0=(yuv=y(v)=y
y como A tiene dimensién finita, el mapa es invertible. En conclusion, existe
un w que cumple wu = 1. De igual manera se prueba que si w existe, v
también.
Por otro lado
w=w(uv) = (wu)v=v.

O]

Teorema 2.1.2. Sea (V, &) un espacio cuadrdtico reqular de dimension n
sobre un cuerpo k con caracteristica diferente de 2. Existe un dlgebra C(V),
llamada el dlgebra de Clifford de (V, &), sobre k que contiene a V' como
subespacio y cumple las siguientes propiedades:

1. C(V) tiene dimension 2".

2. C(V) esta generada por V. Mas precisamente, estd generada por 1 y
por los productos

X1X2 - X, Vr>0,x; €V .

3. xx=¢d(x) vxeV.

Ademds, estas propiedades determinan C(V') de manera unica. Eso quiere
decir que si C'(V') es otra dlgebra que cumple las condiciones (1), (2), y (3)
entonces existe un isomorfismo de k-dlgebras entre C(V') y C' (V) que deja

fijo V.

Demostracion. Si existe C(V) y x, y € V, la propiedad (3) implica que

Xy +yx=(X+y)x+y)—xx—-yy
=b(x+y) - d(x)—d(y)

=20(x,y) .
Sea ahora ey, ..., e, una base normal de V, como ¢(e;,e;) = 0 si i # j,
vemos que
eej+eje,=0sii#j. (2.1)

También, por la propiedad (2)

e;e; = cl)(ez) ck. (2.2)
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Sea J C {1,2,...,n} ordenado de manera creciente,
1 <Jo<...<Jr

donde r < n. Definimos

e(J) =e(ji)e(j2) - -e(jn) y €(j) = €; .
Denotamos £ = @ y e(E) = 1. Por la propiedad (2) el conjunto e(.J),
J CA{1,...,n}, genera C(V). Y como dim(C(V)) = 2", es base.
Sil,Jc{l,...,n}, por ,
e(le(J)=1(I,J)e(IAJ), (2.3)

donde
=TI - T et (24)

i€l, jeJ, i>j ielng

Esto nos sirve para ver que
(e(J1)e(J2)) e(J3) = e(J1) (e(J2)e(J3)) .

Podemos construir ahora C(V'). Para ello tomamos un espacio vectorial
con dimensién 2", con base que denotamos por e(J) VJ € {1,...,n}. De-
finimos el producto en C(V) dado por y (2.4), que se extiende por
linealidad a todo C(V), que ademés es asociativo. Identificamos V' como
subespacio de C(V') denotando

e, =e({i}), V1<i<n.

Por (1) y (22)
ee;=o(e;) eejteje=0i#j.

Finalmente, si x = ) z;e; € V, como e(F) =1

XX = inxjeiej = Zx?d)(ei) =¢(x) .
i,j i

El 4lgebra C'(V) construida cumple las tres propiedades del teorema, y
la dltima afirmacion del teorema es clara. O

La autometria de V'
X — —X,

induce un isomorfismo de C' (V') con C(V') de orden 2. Definimos como Cy(V)
a los elementos de C'(V') que quedan fijos por el isomorfismo y C1(V') como
los elementos que son enviados a su opuesto. Es facil de ver que Cy(V)
estd generado por los e(J) con |J| par, y C1(V) estd generado por los e(J)
con |J| impar. Ademds se verifica que dim(Cy(V)) = dim(Cy(V)) = 2771,
asi como C(V) = Cy(V) & C1(V') como espacios vectoriales.

Tenemos el siguiente lema sobre la estructura de C;(V).
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Lema 2.1.3.
donde i,5,m =001 ym=i+j (méd 2). Ademds, siu € C;(V) y u
existe entonces u=t € C;(V).

-1

Corolario 2.1.4. Cy(V) es una subdlgebra de C'(V)

Lema 2.1.5. Sea (V, ¢) un espacio cuadrdtico regular. Un elemento de
Co(V) que conmuta con todo elemento de V', pertenece a k.

Demostracion. Si el nimero de elementos de J es par, es facil de verificar

que
' | +e(J)e; siiégJ
ese(J) = { —e(J)e; siie J.

O]

Lema 2.1.6. FEziste un mapa k-lineal C(V) — C(V), que denotamos por
u— u’ que cumple lo siguiente:

Il.u=usiuckoucV.
2. (uv) =v'u' vu,v e C(V).
3. (W)Y =uvueC(V).

Demostracion. Basta definir el mapa en la base e(J) de C(V). Si e(J) =
e(j1)---e(jr), definimos

e(J) = e(j) - -e(j1),
y es claro que si extendemos linealmente /, cumple lo requerido. O

Lema 2.1.7. Sea u € C(V) tal que

uu’ € k™ .
Luego
uu=uu,
Yy
ufl — (uul)flu/
Demostracion.

u((un) M) = u(w)tu

— (uflul)fl(uflu/)

=1,
con lo que probamos la segunda ecuacion. La primera se deduce de la uni-
cidad del inverso. O

24



2.1.2. La norma spin

Suponemos ahora que (V, ¢) es regular.

Lema 2.1.8. Sea u € C(V), invertible, que cumple
uxu leVixeV.

El mapa lineal
Ty : X — uxu !, (2.5)

es una autometria de V.

Demostracion.

d(uxu) = (uxu ) (uxut)
= u(xx)u!
— (30)(uu )

XX

I
®

Cuandou=y € V con ¢(y) # 0 se ve que

Usando la definicién de la forma bilineal ¢ y (1.6) vemos que

yXy = (yX + Xy)y — Xyy
= 2¢(Xa Y)y - Cb(y)X,

yxXy = —Tyx . (2.6)

Definicién 2.1.1. Denotamos por My(V') como el conjunto de los elementos
u € Cy(V) que cumplen:

1. u es invertible.
2. uxuleVvxeV.
My(V) claramente es un grupo con el producto.

Teorema 2.1.9. El mapa u+— Ty dado por establece un isomorfismo
entre My(V)/k> y Ot.
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Demostracion. Claramente u — Ty es un homomorfismo de grupos. Por el
Lema el nicleo es k*. Tenemos que mostrar que la imagen es OT.
Supongamos que ¢ € OF. Sabemos que

0 = Taq,Ta, """ Ta

para algin 7 par y a; € V con ¢(a;) # 0. Sea
u=ajag---ap .

Entonces
/
u =a,a,_i---a

uu’ = H $(a;) € £~

1<j<r

con lo que se ve que u € My(V). Ademds, con miultiples aplicaciones de
, Tyx = ox para todo x € V. Probando que la imagen de u — Ty
contiene a O7.
Supongamos ahora que u € My(V) con Ty, ¢ O, Luego Ty, € O, y de
vuelta
Ty ="Ta,Tay " Ta

con aj € V, ¢(a;) € k*, donde r es impar. Sea
v=ajay---a, .
Por (2.6 tenemos
vxv = —Tyx=—uxu!'vx eV,
y tomando w = u~'v vemos que

weC(V), wx=—xwVxeV,

ya que u~t € Co(V) y v € C1(V) y con un anslogo al Lema Vemos
que w = 0, que contradice que sea invertible. O

Corolario 2.1.10. Siu € My(V) entonces
u=aj---ar
cona; €V yunr par. Ademds,

uu’ € k* .
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Demostracion. Probamos que o0 = Ty, es de la forma

Ta;Tay *** Ta

y ulajas---a, conmuta con todo elemento de V, por lo que pertenece a
k*. Probamos entonces que u = lajas - - - a, para algin [ € k™. El corolario

queda probado sustituyendo a; por la; O
Del teorema obtenemos inmediatamente:

Corolario 2.1.11. Eziste un homomorfismo 0 : Ot — k*/(k*)?, definido
de la siguiente manera. Si 0 = Ty, entonces

0(0) = (uu')(k*)? .

Llamamos a 0(0) la norma spin de 0. Observamos que si 0 = Ta, - - - Ta
entonces

T

0(0) = d(ar) - dla,)(k*)* .
El nicleo de 6 lo denotamos por ©, o sea
G):@(V):{GEO+:9(0):1} .

Proposicién 2.1.12. Sin = 3, entonces O(V) es el subgrupo conmutador
de O(V).

Demostracion. Claramente © contiene el conmutador ya que 0 tiene codo-
minio abeliano. Hay que probar que todo o € © es un conmutador. Por la
Observacién podemos escribir 0 = T,Ty con u, v € V anisotrépicos,
ya que ¢ € OF (V). Como 0(0) = 1, se ve que ¢p(u)Pp(v) € (k*)?, y podemos
asumir que ¢(u) = ¢(v) luego de reescalar v. Por el Corolario existe
una autometria p € O(V) tal que pu = v, entonces

-1 -1 .-1
0 = TuPTuP = TuPTy P

que es un conmutador. O
Denotamos la imagen de 6 como 6(V), o sea
0(V)={6(0): 0 € O"(V)} Ck™/(k*)*.

Si k = Q decimos que V es definido cuando 0(V) > 0. Esta definicién
esta relacionada con la usual por el siguiente lema.

Lema 2.1.13. Son equivalentes:
1. 'V es definido.
2. (V) >0 0 d(V) <0.

27



Demostracion. Si 0(V) > 0, y vy, vo son vectores anisotrépicos de V, 0 =
Ty, Ty, € OT (V) y 8(0) = d(v1)P(v2) > 0. Como lo anterior se cumple para
todo par de vectores anisotrépicos tenemos que ¢(V) >0 o (V) <0.
Reciprocamente, si la imagen de todo vector anisotrépico por ¢ tiene
el mismo signo y 0 € O1(V), entonces 0 = Ty, -+ Ty,,. Ademés 0(0) =
b(vi) - d(ves) >0y 0(V) > 0. O

También para k = QQ tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.14. Sea (V, ¢) un espacio cuadrdtico sobre Q de dimen-
sion al menos 3. Entonces

[ Q% sV es indefinido
(V) = { Q>0 stV es definido.

Demostracion. Ver lema 3.2 en [2]. O

Si A es un reticulo, definimos la imagen de la norma spin restricta al
grupo de autometrias de A como

0(A) ={0(c): 0 € OT(A)}
v tenemos el siguiente lema para reticulos en la misma clase de equivalencia.

Lema 2.1.15. Si A y ' son equivalentes, entonces

Demostracion. Si oA =T, entonces
O*(A) = {o"'po: p € OF(I)}
y 8(c~1po) = 0(p). 0

Lema 2.1.16. Sea A, un Z,-reticulo unimodular de dimension al menos 2,
se cumple que

0(Ap) = 2, (Q)* -

Demostracion. Puede ser probado usando los teoremas 55 y 56 de [10]. O

2.2. O-equivalencia y % -géneros

2.2.1. ©-equivalencia

Refinamos la nocién de equivalencia de reticulos de la siguiente manera:
decimos que A y I son @-equivalentes, y lo denotamos por A ~ T, si

oA =T, para algun o € O(V)
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que es claramente una relacion de equivalencia. La ©@-clase de A es
A ={T:T~A}={oA:0€0(V)}.
Para entender el refinamiento introducido consideramos el conjunto
EA) =[] : T ~ A},

o sea, el conjunto de O-clases de reticulos propiamente equivalentes a A.
Tenemos una accién transitiva de 8(A) en ¢’ (A) dada por

M%) = [oT] .
Estd bien definido porque si 8(p) = 0(0) para otro p € OT(V), entonces
ol = (po~ 1ol ~ oT .
De igual manera se ve que si I" ~ T, entonces oI’ ~ oT.

Proposicién 2.2.1. El conjunto € (A) es un espacio homogéneo principal
para O(V)/0(A).

Demostracion. Hay que probar que la accién de 8(V')/0(A) en € (A) es libre
y transitiva. Ya probamos que es transitiva por lo que nos falta ver que es
libre. Sea entonces I' ~ A, queremos ver que [I']* = [I'] si y solo si s € O(A).
Por el Lema [2.1.15] (') = 0(A). Si s = 8(0), con o € O*(T), entonces

[M* = [oT] =TT

Por otro lado, si [I']* = [I'], con s = 0(0) € 0(V), se deduce que pol' =T
para algiin p € ©(V). Pero po € O ('), y

s =0(c) = 0(pc) € O(T) = O(A) .
L]

La proposicién nos permite definir lo siguiente. Si A y I' son dos reticulos
en V, la O-distancia entre ellos es

00 st AT
O(AT) = { 8(0) € 8(V)/0(A) si oA—=T .

O sea, A ~ T siy solo si O(A,T) = s # oo, en cuyo caso [A]* = [, y

A ~T siy solosi O(A,T) = 1. En otras palabras, 0(A,T) = “[I']/[A]” en el
sentido de la Proposicién |2.2.1
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2.2.2. 9 -género

Andlogamente a la definicién de género decimos que A y I estdn en el

mismo ©-género si
Ap =T, Vp.

Observamos que el @-género no es cerrado por la accién de OT (V). La
clausura de un @-género por la accién de O1 (V) es por definicién un género
spin.

Consideramos

U(Vy) ={0€0"(V,):0(0) e Z)}.
Decimos que los reticulos A y T estan en el mismo % -género si
op/\p =T}, Vp, paraalgin o, € % (V,).

Lo que es lo mismo que 0(A,,T},) € Z,;6(A,). Asumamos que la dimensién
de V' es mayor o igual a 2, por el Lema sabemos que Z, = 0(V},) para
casi todo p, por lo que la definicién de ©-género y % -género difieren solo en
una cantidad finita de primos.

Para que sea util la definicién de %/-género junto con la de O-clase,
necesitamos:

Proposicion 2.2.2. Hay una cantidad finita de O-clases en un % -género
dado.

Demostracion. Sabemos que cada género contiene una cantidad finita de
clases. Por lo tanto alcanza con probar que cada clase contiene una cantidad
finita de ©-clases en un %/ -género dado.

Sea A un Z-reticulo de dimension al menos 2, ya que el caso de dimension
1 es trivial. Consideramos .S un conjunto finito de primos que cumple

0(Ap) C Zy(Q))° p¢ S,

que sabemos que existe en virtud del Lema[2.1.16] tomando S el conjunto de
primos donde A, no es unimodular, que es finito. Sea I' ~ A, o sea I' esta en
la misma clase que A. Sea 0(A,T) = s6(A), con s € Z libre de cuadrados.
Para que A y I estén en el mismo % -género se tiene que cumplir

O(Ap.T) = s8(A,) € ZXB(A,) .

Pero si p ¢ S sabemos que 0(A,) C Z) (Q;)2 y s €Z, parap g Sy
[l = [A]® para una cantidad finita de elecciones de s. O

Observacion 2.2.3. Cuando A es integral, el conjunto S consiste de los pri-
mos que dividen a disc A, y las ©®-clases propiamente equivalentes a A en el
« -género de A estan dadas por

[A]%,  s|discA,
con [A]* = [A]* siy solo si ss’ € B(A).
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Proposicion 2.2.4. Sea A un Z-reticulo en V' de dimension al menos 3.
La clausura del % -género de A por la accién de O (V) es el género de A.

Demostracion. Sea T' reticulo en el género de A. Vamos a encontrar un
reticulo en el % -género de A que es propiamente equivalente a I'. Si con-
sideramos la matriz que cambia una base de A en una base de I', es una
matriz con coeficientes en QQ e invertible. Por lo que es una matriz invertible
sobre Z, para casi todo p. Se deduce entonces que

A, =T, para casitodo p .
En particular 8(A,,T,) = 1 para casi todo p, y existe x € Qs tal que
r € Zy0(Ay,Ty) Vp.
Por la Proposicién [2.1.14] existe 0 € O (V) tal que 8(0) = x. Vemos en-
tonces que ol estd en el % -género de A. O

2.2.3. Ejemplos

Ejemplo 2.2.1. Retomando el Ejemplo calculamos las ©-clases en
el % -género de A;. Como en la Proposicién vemos que [A1] y [A2]2.
Sabemos entonces que el % -género estara formado por las

A1), (ALY (A2, AP

pero ambos reticulos tienen automorfismos no triviales con norma spin 11.

-1 0 O -1 0 O
El de Ay es 01 0 | yelde Ay es 11 1
00 -1 00 -1

Concluimos que el % -género de Ay estda formado solo por dos ©-clases,
como el género de A;.

Ejemplo 2.2.2. Veamos en el Ejemplo las ©-clases del % -género de
A1. Como antes, estaran entre

[Al]’ [A1]77 [/\2]27 [AQ]Z?’ [/\3]37 [A3]3.7 .

Los reticulos A; y Ao tienen automorfismos no triviales de norma spin 11,
pero As no. Concluimos que hay 4 O-clases en el % -género de A1, cuando
su género tiene 3 clases de equivalencia propia.

Ejemplo 2.2.3. Sea V = Q3, ¢(z,y,2) = 22 + 14y? + 302522 —xy y
A = Z3 con discriminante 4125 = 53113. El género de A tiene 32 clases
de reticulos. De éstos, 8 tienen todos sus automorfismos con norma spin 1,
16 con automorfismos con normas spin 5 o 11 y 8 con normas spin 1, 5, 11
y 55. Concluimos que hay 72 ©-clases en el % -género de A.
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Ejemplo 2.2.4. Por tltimo, si V = Q3,
¢(z,y, z) = x? + 330y% + 2818129922 — 165y2 — x2
y A = Z3 con discriminante
37199287125 = 335372113132 .

El género de A tiene 49191 clases de reticulos y su % -género 1572480 ©-
clases.

Esto fue calculado usando el paquete de formas cuadréticas ternarias de
Sage.

2.3. Mobdulo de Brandt

2.3.1. Operadores de Hecke

Sabemos que si A y I" son dos reticulos p-vecinos, entonces A, = I}, para
todo primo g # p. Para la localizacién en p tenemos

Proposicién 2.3.1. Si A y T’ son reticulos p-vecinos entonces Ay, ~ T}, y
O(Ap, Tp) = p, con 0(A,) DZ,.

Demostracion. Como A y I' son p-vecinos, existen vectores v e Ay w €T
tales que ¢(v,w) & Z. Sea A® = ANT, por loque A = A’ +Zv y T =
A + Zw. Localizando,

A=A+ Zpv, Tp,=A)+Zyw, ph(v,w)€ELS .

Como pw € /\2, estas relaciones no cambian si reemplazamos v por v+ xpw
para x € Zjp, y de la misma manera si w es cambiado por w + ypv con
Yy € Zy. Vemos ahora que

O(v + 2pw) = d(v) + zpd(v, w) + 2°p* (W)

puede tomar cualquier valor médulo p?, ya que pdp(v,w) € Z, . Por lo que
puede tomar cualquier valor en Z, por el lema de Hensel, y lo mismo para
¢(w + ypv). Podemos asumir entonces que ¢(v) = d(w) € Z;.
Afirmamos que
Tv_wip =Ty .

Siue /\2, entonces ¢(u,v—w) €Z,y
d)(u) \ W)

(v —w)
ya que ¢(v —w) = d(v) + d(w) — d(v,w) € Z,. Concluimos que

d(u,v—w)
(v —w)

€ Py,

Ty—_wll=1u — (V — W) S AZO7’
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ya que p(v —w) € /\2. Probamos Tv,w/\g = /\2, Yy COMO Ty_wV = W Se Ve
que Ty—w/\p = I}.

Para terminar la prueba de la primera parte, notamos que ¢(v) € Z, y
Ty € O(A,), y ademds

0p = Ty—wTy € OT(V})
es una equivalencia propia entre A, y I}, con

0(0p) = d(v —w)d(v) € pZs (Q))* .

Finalmente, como vimos u = v + zpw € A, para z € Zp, ¢(u) alcanza
cualquier valor de Z,, entonces si Ty Ty € OT(A,) 8(TyTy) alcanza cualquier
valor de Z, . O

Denotamos I'P) un reticulo tal que [F(p)} = [P, o sea T®) = oT para
algin 0 € O™ (V) con 8(0) = p. Cuando la dimensién de V es al menos 3,
existe un reticulo como antes por la Proposicion [2.1.14] pero estd definido
salvo @-equivalencia.

Proposicion 2.3.2. Si A y I' son p-vecinos, entonces estdn en el mismo
género. Ademds, A y TP) estin en el mismo % -género.

Demostracion. La primera parte de la proposicion es consecuencia directa
de la Proposicién Para la segunda parte vemos que

8 (AgsTP) = pO(Ag o) € Z;B(A,)

trivialmente para ¢ # p y por la Proposicién para g = p. ]

Definicién 2.3.1. Sea M(A) el Z-médulo libre con base las ©-clases en el
« -género de A. Cuando A es un reticulo definido de dimensién 3, llamamos
a M(A) el médulo de Brandt del reticulo cuadratico ternario A.

Los operadores de Hecke

tp : M(A) = M(A),

son operadores lineales definidos en la base de la siguiente manera

donde la suma es sobre todos los p-vecinos de T.

Claramente M(A) depende solo del % -género de A, y por otro lado si
o € OT(V), tenemos un isomorfismo

M(A) = M(oA)
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dado por [I'] = [I%) que preserva la accién de los operadores de Hecke. Se
ve entonces, gracias a la Proposicién que M(A) depende solo, salvo
isomorfismos Hecke-lineales, del género de A.

Asumimos que (V, ¢) es un espacio cuadrético definido. Esto implica que
O(T) es finito para cualquier reticulo de V. Definimos un producto interno
en Mg(A) = M(A) @R por

(L) = # {ecowysor =1y = { #0202

Proposicién 2.3.3. Los operadores de Hecke t, generan un dlgebra con-
mutativa de operadores autoadjuntos. Por lo tanto Mg(A) tiene una base
ortogonal simultdnea para todos los operadores tp,.

Demostracion. Es claro que t, y t, conmutan para p # ¢. Para probar que
t, es autoadjunta, vemos que

<tp[r]a [FID =
=#{oe€ 0% (V):0(0) =p, ol p-vecino de I'}
=#{oce€ 0" (V):0(c) =p, I" p-vecino de o 'T'}
= <[r]vtp[rl]> :
ya que 8(c~!) = 0(0). Lo tltimo se deduce del teorema espectral. O

2.3.2. Proyecciones

Definicion 2.3.2. Sea I' un Z-reticulo, y [ un primo impar que no divide
a disc(A) o I = 1. Decimos que T es [-ambiguo si existe t € 0(T") tal que

(1) =1

Definimos MVI(A) como el Z-médulo libre con base las clases de equi-
valencia propia de Z-reticulos en el género de A que no son [-ambiguos.
Observamos que M;(A) = M(A).

Definicién 2.3.3. Si A Z-reticulo unimodular, definimos el grupo de divi-
sores de A como

D(A) = {s(Q*)?: s|disc(A), s >0}.

Por lo visto en la Observacién D(A) actia en M(A) y ademds
conmuta con los operadoregie\ Hecke.

Consideramos el grupo D(A) de caracteres de D(A). Como los elementos
de D(A) tienen orden 1 o 2, la imagen de cualquier cardcter estd en {—1,1}.
Si [ primo impar, x; = (7) define un caracter en D(A). Siendo (Z) el caricter
de Legendre. Definimos x;(s) = 1, para s € D(A). Por el teorema de progre-
siones aritméticas de Dirichlet y el teorema chino de los restos, vemos que,
variando [, obtenemos todos los caracteres de D(A).
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Sean I'1, Ty, ..., I}, representantes de las clases de equivalencia propia en el
U -género de A. Tenemos la siguiente proyeccién lineal 7, : M(A) — M;(A)

0 si[; es l-ambiguo

s)I; en otro caso,

donde s € D(A).
Como antes, definimos operadores de Hecke en estos espacios, los defini-
mos de la siguiente manera

Es fécil de ver que MVZR(A) = MZ(A) ® R junto con los operadores de Hecke
generan un élgebra conmutativa de operadores autoadjuntos y por lo tanto
Mg (A) tiene una base ortogonal simultdnea a todos los pr. Ademads los

mapas 7 respetan la estructura de Hecke-médulos de M(A) y M;(A) por
definicién.

Observacion 2.3.4. Si T reticulo en el % -género de A. Las ©-clases propia-
mente equivalentes a I" en el % -género de A son

[M°, s € D(A)/6(T)

que son exdctamente |D(A)|/[0(T)].
Concluimos que

dim M(A) = Z [D(A)[/16(T3)]

= \D(/\)\Zl/le(ri)l-

—

Por otro lado, x; € D(A)/0(T") < E(T) si y solo si I no es l-ambiguo,
por lo que hay |D(A)|/|0(T")| elementos de D(A) que corresponden a primos
[ para los cuales ' no es l-ambiguo.

Proposicién 2.3.5. Six;,, coni=1,2,...,r, forman una base de 13(/\),
se cumple

M(A) = My, (A) & My (A) & - & M, (A)
mediante el mapa m=", DM, D DY,

Demostracion. Primero probaremos que el mapa 7t es inyectivo. Si

s Z Z o[l ] =0

J seD(A)/0(T;)
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se cumple

Z osXi; (s) =0

seD(A)/6(Ty)

cuando Ij no es [; ambiguo. Como son exactamente |D(A)|/|0(T")| caracteres
y la misma cantidad de s, tiene que ser oz = 0 para s € D(A)/0(T}).
Calculemos la dimension del codominio de 7t

dim @ My, (A) = dim My, (A

= Z #{x1 € D(A) : Tj no es l-ambiguo}

—Z\D )1/18(T5)]
:dlm/\/l().

La segunda igualdad es clara y la tercera es lo discutido en la Observacion

234
Concluimos que el mapa es inyectivo entre espacios de igual dimension
por lo que tiene que ser biyectivo. O

2.3.3. Ejemplos

Ejemplo 2.3.1. Por lo visto en los ejemplos [1.3.1] y [2.2.1] concluimos que
M(A1) = M(A1) como Hecke médulos, por o que no hay informacién nueva
en el enfoque del % -género.

Ejemplo 2.3.2. Sea V = Q3, ¢(z,y, 2) = 22+ 2y*> + 522 — yz — 2. En el
género de A; = Z3, hay solo uno mas, As. El %-género de A; contiene 3
©-clases

(A1, [A2], (A

Calculamos #,, para algunos primos:

(2 ) i (52 )iam (2 0) i (1)
Tiene vectores propios El = (1,2) con valores propios
3,4,6,8,12,14,18,.. .,
y Eo = (1, —1) con valores propios

0,1,0,-1,3,—4,6,...
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El vector ]E]l estd asociado a una forma de Eisenstein de peso 2 y nivel
37. El vector Es estd asociado a la curva eliptica 37b.
Calculemos ahora t,:

1 1 1 2
to = 1 0 2 , 13 = 1
1 2 0 1
6 3 3 2 6
tr = , 11 = 3 2 7 , 113 = 6 3
3 7 2 6 5

10 4 4

ti7 = 4 7 7 ,
4 7 7

En este caso tenemos 3 vectores propios racionales, que son E; = (1,1, 1),
E; =(2,—-1,—1) y E3 = (0,1, —1). Los vectores E; y Es tienen los mismos
valores propios que E; y Es.

El vector Eg3 tiene valores propios

w o =
O W =
N~
o~

o

Il
VR

w W N
W N W
N W W

-2,-3,-2,-1,-5,-2,0,...

)

y esta asociado a la curva eliptica 37a, que tiene signo — en su ecuacion
funcional.

Ejemplo 2.3.3. Revisitemos el Ejemplo sabemos que tenemos 4 ©-
clases en el % -género de Ay por Calculando, obtenemos

2 1 0 0 00 2 2 0 0 3 3

12 00 00 2 2 0 0 3 3

=149 021 |"B= 22005330 0

00 1 2 2 2 0 0 3 3 0 0

8 4 0 0 00 7 7 00 9 9

b | 4800 P I b | 0090
11 0 0 8 4 | "3 7 7 0 0 |7 9 9 0 0 |°

0 0 4 8 77 0 0 9 9 0 0

Con vectores propios racionales y valores propios

1,—1,0,0), 1,0,0,4,0,0,...,
0,0,1,—1), 1,0,0,4,0,0,...,
1 111) 3,4,6,12,14,18, ...,
~1), 3,—4,-6,12,—14, —18, ...

Eg—

(
(
(1,
(1,

Como en el Ejemplo[1.3.2] los vectores Eq y Eg estdn asociados a la curva
eliptica 49a y los vectores E3 y E,4 estan asociados a series de Eisenstein de
peso 2 y nivel 49 y carédcter cuadratico ( ) En este caso tampoco obtuvimos
informacién nueva, aunque el espacio tenga mayor dimensién.
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Ejemplo 2.3.4. Veamos el caso V = Q3, ¢(z,y,2) = 22 + 9% + 1122 — 22.
El género de A = Z3, de discriminante 43, esta formado por 3 clases de
las cuales 2 tienen automorfismos de norma spin 43. El % -género de A
estard formado entonces por 4 ©-clases. -

El grupo D(A) = {1,43} tiene grupo de caracteres D(A) = {x1,x5} por
lo que

M(A) = My (A) & M5(A),

donde la dimensién de My (A) es 3 y la dimensién de Ms(A) es 1.
A continuacién presentamos los operadores de Hecke en la descomposi-

cion
11 0 0 1
to=1 2 0 @(-2),t3=(0 2 1 |d(-2),
0 2 4 2 2

1
3
4
2 3 1 3.1
t11:<6 1 4)@(3),7513:( 3 4)@(—5)---
4 8 7 4 8 9

Si miramos la primera coordenada vemos que hay un solo vector propio
racional, el mismo estéd asociado a una serie de Eisenstein de peso 2 y nivel
43. Por otro lado, la segunda coordenada tiene dimension 1 y vector y valores
propios obvios. El mismo estd asociado a la curva eliptica 43a, la cual tiene

N = O

signo — en su ecuacién funcional.

Ejemplo 2.3.5. Sea ¢(x,y,2) = 22 + 3y> + 2722 —axy y A = Z3, con
discriminante 3311. La dimensién de M(A) es 30. Los operadores de Hecke
tienen 20 vectores propios racionales. Todas las curvas elipticas de conductor
99 estan asociados a alguno de estos vectores, una de las cuales tiene signo
— en su ecuacion funcional y las otras con signo +.

Ejemplo 2.3.6. Consideramos ahora ¢(z,y, z) = 22 +2y? +6352% —yz—2z,
donde el género de A = Z3 contiene 217 clases de equivalencia propias, mien-
tras que su % -género contiene 423 O-clases. Se descompone de la siguiente
manera

M(A) = Mi(A) & Ms(A),

donde la dimensién de M3 (A) es 206. Los operadores de Hecke tienen solo
2 vectores propios racionales E; y Eo. El primero estd asociado a una seria
de Eisenstein de peso 2 y nivel 5077. El segundo es vector propio de Ms(A),
con valores propios

—2,-3,—-4,—-4,-6,—-4,—-4,-7,...,

y estd asociado a la curva eliptica 5077a, curva de rango 3 y signo — en su
ecuacién funcional.
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Capitulo 3

Algoritmos

En este capitulo presentamos algunos resultados y algoritmos usados
para la construccién de los ejemplos de los capitulos anteriores.

Lo introducido aqui esta basado en el trabajo de Birch [I] y los trabajos
de Conway y Sloane [3], [4].

3.1. La formula de la masa

3.1.1. Introduccion

Dado un género de formas cuadraticas ternarias, existe un invariante
del mismo llamado la masa. Dada cualquier forma cuadratica f del género,
tenemos una constante asociada a ella m(f), que definimos en la Subseccién
llamada masa de la forma cuadrética. El interés de este invariante es
el siguiente:

Teorema 3.1.1. Dado un género G de formas cuadrdticas definidas positi-
vas se cumple:

1
m(f) =) i
2 [au(r)|
donde f € G es una forma cuadrdtica cualquiera en el género y f; represen-
tantes de las clases integrales de G.
3.1.2. Descomposicién de Jordan

Para poder calcular la p-masa de una forma cuadratica necesitaremos su
descomposiciéon de Jordan, que detallamos en el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2. Si p # 2, una forma cuadrdtica integral puede ser dia-
gonalizada por una transformacion integral p-ddica. Para p = 2 hay una
transformacion p-ddica integral expresando la forma como una suma directa
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de formas con matrices
qa qb
o, (400,

donde q es una potencia de 2, a y ¢ son divisibles por 2, pero x, by d = ac—b?
no.

Demostracion. Si p # 2, buscamos la entrada en la matriz asociada a la
forma que sea divisible por la menor potencia de p. Si la entrada es diagonal,
digamos f11, podemos entonces empezar la diagonalizacién substrayendo
multiplos de la primera fila al resto de las filas para obtener cero en el resto
de la primer fila, seguido por las correspondientes operaciones de columnas
para obtener ceros en la primera fila.

Por otro lado, si una entrada no diagonal es divisible por la menor poten-
cia de p, digamos f12, y todas las entradas diagonales son divisibles por una
potencia mayor de p, podemos reducir al primer caso sumando la segunda
fila a la primera y la segunda columna a la primer columna. Esto reemplaza
f11 por fi1+2f21+ fo2, v dado que p # 2, es divisible por la potencia menor
de p que ocurre en todas las entradas.

El mismo método funciona si p = 2 salvo si llegamos a un punto donde
una entrada no diagonal, digamos fi2 es divisible por la menor potencia
posible ¢ = 2%, mientras que todas las entradas diagonales son divisibles por
2k+1 En este caso la submatriz principal de tamaifio 2, tiene la forma

qa qb
< gb qc > ’
donde a y ¢ son divisibles por 2 pero b no, por lo que d = ac—b? no es divisible
por 2. Esto implica que todo par de enteros (x,y) es una combinacién lineal
2-4dica integral de (a,b) y (b,c). Por lo que, como todas las entradas son
divisibles por ¢, podemos restar multiplos de las dos primeras filas, seguidos

por las correspondientes operaciones de columnas, para tener ceros en el
resto de las dos primeras filas y las dos primeras columnas. ]

3.1.3. La formula

La masa de una forma f la calculamos en términos de la p-masa de f,
my(f), por la siguiente férmula,

m(f) = 2r~ "D T T (;) [[em,(£), n>2.
Jj=1 P

La p-masa es el reciproco del nimero de automorfismos de f mddulo
una potencia suficientemente grande de p, multiplicada por una potencia
normalizadora de p.
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3.1.4. Evaluacién de la masa

La férmula da la masa de una forma f como el producto sobre todos
los primos, pero se puede ver como el producto de una cantidad finita de
primos, en particular los primos que dividen a dos veces el discriminante de
la forma. Para casi todos los primos la p-masa es igual a la p-masa estandar
std,(f), dada por

1
2l =p )1 —p=4)--- (1 = pt™)

si n es impar. Si todas las p-masa tuviesen la masa estdandar, entonces la
masa total serfa la masa estandar de f, std(f)

std,(f) =

std(f) = 20 "/ (T TG/2) | ¢@)---Ctn—1)
j=1

cuando n es impar. La masa de f esta dada por un producto finito de
nimeros racionales como
mp(f )

m(f)=sa(n ][ G35 -

pl2dise(f) S

3.1.5. Evaluacién de la p-masa

Si f tiene descomposicion de Jordan p-adica

f= ZQfm

donde ¢ recorre todas las potencias de p y f, tiene discriminante invertible
en Z, y dimensién n(q), la p-masa estd dada por

mp(f) = HMp(fq) X H (q//q)n(q)”(ql)/2 % on(l,[)—n(IT)
q

q<q’

El dltimo factor es solo para p = 2. n(II) es la suma de las dimensiones
de las componentes de Jordan de tipo 2, y n(I,I) es el numero de pares de
componentes adyacentes fq, faq, de tipo 1.
El factor M,(f,) es llamado el factor diagonal y es la potencia de p del
orden de cierto grupo ortogonal sobre F,,. Cuando n(q) = 0, su valor es 1.
Para p impar su valor es

1
2(l=p2)(1—p)---(1=p'™")

cuando n(q) es impar, o

1
21—y (A —p ) (L= )= P)
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cuando n(q) es par y (—1)™9/2 disc(f,) es un residuo cuadratico, o

1
21—y (A —p ) (L= )L+ P)

cuando n(q) es par y (—1)"@/2 disc(f,) es un no residuo cuadratico.

Para p = 2, el factor diagonal M,(f,;) es mas dificil de calcular, ya que
no tenemos unicidad en la descomposicién de Jordan como si tenemos en el
caso impar, por lo que su célculo depende de faq y f4/2-

» Decimos que f, es impar o de tipo 1 si representa un entero 2-adico
impar, y par en caso contrario, o de tipo 2.

» El valor octano de f; es un entero médulo 8; si f, es par su valor
octano es 0 si su determinante es +1 o —1 mddulo 8, y es 4 si su
determinante es +3 o —3 médulo 8. Mientras que si f; es impar puede
ser diagonalizado y su valor octano es el nimero de entradas diagonales
que son 1 médulo 4 menos el numero que son 4 médulo 4.

= Decimos que f; es ligada si al menos una de fa; y fq/2 es impar, y
decimos que es libre en otro caso.

» El entero ¢ es definido para que la dimensién de f,; sea 2t si f, es par,
y2t+102t+2si f; es impar.

Luego, el factor diagonal M,(f,) es

1
2L =p2) A —p=)---(1—p~2)

cuando la forma es ligada o tiene valor octano +2 o —2 mdédulo 8, o

1
20—p2)1—p)--(1=p*2)(1—-p7)

cuando la forma es libre y tiene valor octano —1, 0 o +1 médulo 8, o

1
2= ) A —p (1= )45

cuando la forma es libre y tiene valor octano —3, +3 0 4 médulo 8.

3.1.6. Ejemplos

1 1 2
-1 -1 0
tenemos que hallar la p-masa para p =2y 3.

Ejemplo 3.1.1. Sea f = ( >, con determinante 12, por lo que
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Usando el algoritmo dado por el Teorema vemos que f es equiva-
lente sobre Zs a una forma con matriz
01 0
10 0
0 0 &4
La descomposicién de Jordan de f en p = 2 estd dada por una forma de
dimensién 2 par en ¢ = 2°, una de dimensién 1 en ¢ = 22 impar y el resto de

dimensién 0. Las formas en ¢ = 2!, 23 son ligadas y el resto libres, n(II) = 2,
n(I7 I) =0,y

1
x 22 x27% =~
4

N

1
Sobre Zs3, fso(w,y) = 22 + 4y?, fyi(z) = 38422, y

3 9

La masa estdndar para n = 3 es 1/6, con lo que podemos calcular la

masa de f,
1 1/4 _9/16 1

==X = X = —.
m()=5> 23 % 9716~ 16
Para comparar, el género de f tiene solo una clase, dada por f con 16
automorfismos.

53 59 61

0 0 O
en p = 2 nos da solo una forma de dimensién positiva que es ademds impar.
En este caso n(I,I) = n(II) = 0. La forma en ¢ = 2° tiene valor octano —1

Yy M2(f20) = 17

Ejemplo 3.1.2. Sea ahora f = ) La descomposicién de f

1 1 1

ma(f) =5 -15= .

Es fécil de calcular el resto de las p-masas que nos dan mss(f) =
2809/216, msg(f) = 3481/232, me1(f) = 3721/240 y m(f) = 6045/4.

Por otro lado, se puede calcular el género de f, que tiene 3076 clases. El
género contiene 2971 clases con 2 automorfismos, 101 con 4 automorfismos
y 4 con 4 automorfismos, obtenemos luego

20971 101 4 6045

1
zi:|Aut(fi)|_ > ta Ty g

que coincide con lo obtenido antes.
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3.2. Formas cuadraticas vecinas

Si f y g son dos formas cuadraticas ternarias integrales definidas po-
sitivas, y p es un primo que no divide a d(f) ni a d(g), decimos que son
p-vecinas si

fpz,y,2) = g(x,y,pz) Vo,y,z € Q.
También decimos que las clases de equivalencia de f y g son p-vecinas.

Esta definicién esta en concordancia con la definiciéon de reticulos p-

vecinos. Definimos el espacio cuadritico V = Q% y ¢(x,y,2) = f(z,vy, 2),
asi como los reticulos

A=7° T={(pz,y,z/p) €V :2,y,2 €L}

luego la clase de f corresponde al Z-reticulo A y la clase de g corresponde
al Z-reticulo I'. Vemos entonces que A y I' son reticulos p-vecinos. De la
misma manera, todo par de clases de formas cuadraticas p-vecinas se pueden
obtener de esta manera.

Para construir los médulos de los capitulos anteriores, usamos los algo-
ritmos para formas cuadraticas al ser més sencillos de programar.

Veamos como construir todas las formas p-vecinas de una forma

a b c
f:(rst)

a partir de las soluciones proyectivas de f médulo p.

Si P es una solucién proyectiva de f(z,y,2) =0 (méd p). Consideramos
un levantado de P con entradas enteras y primitivo. Podemos construir una
transformaciéon unimodular, que lleva P a (1,0,0) y f a f’. Entonces el
coeficiente a de f’ es divisible por p, pero como p no divide a d(f), no puede
dividir al mismo tiempo a ¢ y a s, por lo que cambiando de ser necesario
las coordenadas y y z podemos asumir que p no divide a s. Mediante otra
transformacién unimodular, podemos forzar p?|a y p|t. La forma obtenida
de esta manera f; tiene como p-vecino a g(z,y, z) = fi(z/p,y, pz).

Por lo discutido anteriormente y lo demostrado en el Capitulo [I| esto
nos da todas las formas p-vecinas de f.

3.2.1. Soluciones proyectivas

Por lo visto en el Teorema [L.3.5] necesitamos calcular las soluciones pro-
yectivas no singulares de

fx)=0 (mdd p), (3.1)

donde f es una forma cuadratica ternaria integral, y p no divide a su discri-
minante. Lo anterior es lo mismo que decir que f sobre el cuerpo F, es no
singular.

Primero vemos el siguiente resultado.
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Lema 3.2.1. Todo espacio cuadrdtico (V, &) no singular de dimension 2
sobre ), representa todo Iy, si p # 2.

Demostracion. Por lo visto en el Lema tenemos una base normal uy,
ug,

d(uy) = a1, ¢(uz) =a2, d(u;,uz) =0

con a; # 0 por regularidad. Para b # 0 tenemos que ver que existen cq,
co € [y, tales que
a1 3 +axca ="b .

Que lo podemos escribir de la forma
a1 =b—ascs .

Si S y T son los conjuntos de valores tomados por los dos lados de la ecuacion
anterior, tenemos que cada uno tiene (p+1)/2 elementos y por lo tanto tienen
interseccion no vacia, y encontramos una representacion para b. O

Esto en particular nos dice, cuando p # 2, que la Ecuacién tiene
alguna solucion, digamos Pg. El plano proyectivo P?(F,) tiene p + 1 rectas
que pasan por Py con p+1 puntos cada una. Como f es regular, cada una de
las rectas cortan en un punto a f. Lo que nos da un algoritmo para calcular

todas las soluciones de (3.1]).

Algoritmo 3.2.1. Dada la Ecuacién (3.1]), procedemos de la siguiente ma-
nera:

1. Buscamos una solucién particular Py de manera probabilistica, sor-
teando elementos en F, y verificando ((3.1J).

2. Dado el punto Pg y otro particular P, la recta que pasa por ellos dos
es {Pop+ AP : XA € F,} U{P}. La solucién se calcula despejando A, si
f(P) # 0 (méd p). Haciendo esto para los puntos P que se obtienen
todas las rectas que pasan por Py.

En la parte 1 del algoritmo anterior, se encuentra una solucién con pro-
babilidad aproximadamente igual a 1/p. Vemos que la complejidad de la
parte 2 del algoritmo es lineal en p.

Ejemplo 3.2.1. Sea f(z,y,2) = 2% + 3y?> + 522 — 2z y p = 7. Una solucién
particular es Po = (3:1:1). Si P = (2:1:0), f(Py+ AP) = 6\ + 3)2,
por lo que A\ = 5 y encontramos el punto (3 : 6 : 1). De igual manera,
encontramos que las soluciones proyectivas son

(3,1,1),(3,6,1),(5,6,1),(6,0,1),(2,0,1),(5,1,0),(2,1,0), (5,1,1).
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3.2.2. Extension de bases unimodulares

Para poder construir las formas p-vecinas de una forma dada, necesi-
tamos extender un vector integral primitivo a una matriz unimodular. En
general tenemos.

Teorema 3.2.2. Sean vi,...,vy € Z". Son equivalentes
1. Existen vjyq,...,Vvy € Z" tal que vy,...,v, es una base de Z"™ como
Z-modulo.

2. Los determinantes de las submatrices Jx J de la matriznxJ viva... vy
no tienen divisores en comun mayor que 1.

En particular, si tenemos un vector v = (a, b, ¢) € Z3 tal que med(a, b, c) =
1, existe una matriz

a b c
M= d VvV ¢ |, det(M)=1.
a// b// C//

Veamos como la construimos. Tenemos
axr + by = g = mcd(a, b)
usando el algoritmo extendido de Euclides. También

za+yB=1

gy+ci=1

ya que x, ¥y y ¢, ¢ son coprimos. Entonces

a b ¢
M = -z y 0
-8 —ad v

3.3. Operadores de Hecke

Sea f una forma cuadratica ternaria Z-integral definida positiva. Como
antes, podemos definir el reticulo A = Z3 en el espacio cuadrético (Q3, f).
Definimos entonces el médulo de Brandt ternario asociado a f como M(f) =
M(A). Los operadores de Hecke se definen de igual manera en M(f).

Sean A =Ty, Ty, ..., T}, Z-reticulos representantes del género de A en el
U -género de A, con matrices M; de cambio de base de A en [; y formas
reducidas f; asociadas a las reticulos I;. E1 % -género de A esta formado por
las siguientes O-clases

), i=1,2,...,h, s € D(A)/O(T).
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Sigi=#DAN)/O(3) y g =91+ g2+ -+ gn. La matriz H, asociada a
tp serd g x g.
A continuacién describimos un algoritmo para calcular el médulo de

Brandt de f.

Algoritmo 3.3.1. Dada una forma cuadratica ternaria integral definida
positiva E-reducida f y un primo p tal que p { disc(f) calculamos H,,.

1. Inicializamos H), matriz g X g de ceros.

2. Parai=1,2,...,h, calculamos f, fi2, ..., fip formas reducidas repre-
sentantes de las clases p-vecinas de f; junto a las matrices M;; que lle-
van f; en f;;. Si fij = fi, calculamos la norma spin s del automorfismo
de fr, M lMiMij. Luego se aumenta en 1 la entrada correspondiente
a [[G], [Tx]® en H,,.

3. Para cada s € D(A), s # 1,7 =1,2,...,h, j = 1,2,...,h y t en
D(A)/6(T;) se aumenta en 1 la entrada correspondiente a
[rl]s (méd 9([}))’ [rj}st (mdd 6(T;))

En el algoritmo anterior, necesitamos tener calculadas todas las clases
del género de f. Esto no es realmente necesario ya que el género es transitivo
bajo la accién de todos los t,, esto se puede ver en [2], capitulo 11, seccién
4. Podriamos aplicar ¢, hasta encontrar un subgrafo conexo maximal de t,,
calculamos la masa parcial de estas formas y las comparamos con la masa
del género. Si no obtenemos todo el género, aplicamos vecinos con otros
primos hasta encontrar otra forma y poder continuar. Aplicamos esto hasta
encontrar todo el género de f.

Observamos que en el algoritmo anterior el tercer paso se puede omitir.
Es mas, podemos modificarlo para obtener la descomposicién dada por la
Proposicion [2.3.5] Presentamos la modificacién en el siguiente algoritmo.

Algoritmo 3.3.2. Dada una forma cuadratica ternaria integral definida
positiva E-reducida f y un primo p tal que p { disc(f) calculamos H, co-
mo descomposiciéon dada por la Proposicién conociendo los primos
l1,l2, ..., de la misma. O sea

Hy=Hp;, ® Hypj, &+ & Hp,

1. Aplicamos los dos primeros dos pasos del Algoritmo y obtenemos
una matriz H, de tamano h x g.

2. Para cada [;, con ¢ = 1,2,...,r, obtenemos H),;, matriz asociada a
M, (A) aplicando el mapa 7, a H,.
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